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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso aborda a hipotese nebular, que explica a
formacdo das estrelas em nuvens moleculares, e como a observacdo das manchas
solares na superficie do Sol levou ao estudo da velocidade rotacional estelar. Apds
muitas observacdes e estudos, astrbnomos conseguiram determinar que a taxa de
rotacdo espectroscopicamente determinada era compativel com a taxa de rotacao
obtida por meio das manchas solares. No entanto, ainda existem dificuldades em
determinar a velocidade rotacional de diferentes tipos de estrelas. Este trabalho
buscou uma equacdo do momento da distribuicdo da rotacdo estelar que pode
envolver a o fator tempo como caracteristica especifica de grupos estelares. A
eqguacao gaussiana € utilizada, mas néo serve para todos 0s estagios evolutivos das
estrelas, pois ndo ha exatidao nos resultados. O estudo dos fendmenos estelares de
rotacao é importante para prever problemas futuros e minimiza-los antecipadamente.
A equacdo final obtida neste trabalho pode contribuir para a ampliagdo de pesquisas
relacionadas a distribuicdo da rotacdo estelar e ajudar a ajustar as curvas de

distribuicdo observadas.

Palavras-chave: Formacdo estelar. Velocidade rotacional. Equacao do

momento. Distribuicdo estelar.



ABSTRACT

This thesis addresses the nebular hypothesis, which explains the formation of
stars in molecular clouds, and how the observation of sunspots on the surface of the
Sun led to the study of stellar rotational velocity. After many observations and studies,
astronomers were able to determine that the spectroscopically determined rotation rate
was compatible with the rotation rate obtained through sunspots. However, there are
still difficulties in determining the rotational velocity of different types of stars. This work
sought an equation for the moment distribution of stellar rotation that can involve time
as a specific characteristic of stellar groups. The Gaussian equation is used, but it does
not apply to all stages of stellar evolution, as there is no accuracy in the results. The
study of stellar rotational phenomena is important for predicting future problems and
minimizing them in advance. The final equation obtained in this work may contribute
to the expansion of research related to the distribution of stellar rotation and help to

adjust the observed distribution curves.

Keywords: Stellar formation. Rotational velocity. Moment equation. Stellar
distribution.
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1 INTRODUCAO

Em 1755, o filosofo alem&o Immanuel Kant passou a se basear na hipétese
nebular na formacdo do sistema solar (OLIVEIRA FILHO; SARAIVA, 2000). A
hipotese da nebulosa diz respeito as estrelas que sao formadas no centro das nuvens
na regido mais densa, dentro dessas nuvens ocorre um colapso, elevando assim a
temperatura no seu nucleo desencadeando reacdes nucleares para gerar uma estrela
(VILAS-BOAS, 2018).

Por meio dos dados observacionais, a hipétese nebular foi comprovada. As
estrelas nascem devido a alta densidade em nuvens moleculares, nuvens formadas
por gas e poeira (VILAS-BOAS, 2018). Os primeiros estudos referentes ao
comportamento rotacional do Sol ocorreram na virada do século XVII, quando os
estudiosos Johannes Fabricius, Galileo Galilei, Thomas Harriot e Christopher Scheiner
passaram a observar manchas solares por meio de um telescépio refrator e
concluiram que as manchas solares se encontravam na superficie do sol, ou seja, na
fotosfera solar (BERNARDINO, 2016).

As manchas solares observadas na superficie do Sol com o tempo foram
descartadas como parametro de observacgéo para descobrir a velocidade rotacional.
Os astronomos Richard Carrington e Gustav Sporer, entre os anos 1853 e 1861,
mostraram que a parte externa visivel do Sol ndo gira como um corpo rigido, seu
periodo de rotacdo muda com a latitude heliocéntrica (LEVENHAGEN; KUNZEL,
2009).

Apds muitos estudos e observacdes entre os anos 1887-1906, os astrbnomos
sueco e alemao, Nils Dunér e Jakob Halm, conseguiram determinar que a taxa de
rotacdo determinada espectroscopicamente e a taxa de rotacéo obtida por meio das
manchas solares eram compativeis. Com o tempo, novas descobertas foram feitas,
Grigory Shajn e Otto Struve desenvolveram no século XX um método sistematico
para determinar a velocidade de rotacéo estelar, conhecido hoje em dia como “método
grafico”. No entanto, esse método néo leva em consideragéo outros fatores, como o
tempo, temperatura, pressdo, campo magnético, entre outros que podem interferir no
alargamento das linhas espectrais, dificultando, assim, a leitura da velocidade, os
fatores podem interferir no alargamento das linhas espectrais (LEVENHAGEN;
KUNZEL, 2009).
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E possivel perceber que o comportamento rotacional da velocidade estelar
continua sendo um problema, pois existem varios tipos de estrelas com caracteristicas
diferentes como: tamanhos, intensidades luminosas, idades e demais caracteristicas.
Face a esse problema, este estudo buscara responder a seguinte questao: existe uma
equacao do momento da distribuicdo da rotacdo estelar que possa envolver
caracteristica de critério temporal da velocidade de rotagdo de grupos estelares?

A falta de uma funcdo matematica tedrica para 0 momento da distribuicdo da
rotacao estelar que envolve caracteristicas especificas de um grupo é um grande
problema para a comunidade cientifica, por ndo ter uma exatidao nos resultados. No
ambiente cientifico, de modo mais amplo, se utiliza uma equacgdo que envolve a
distribuicdo da rotacdo que é uma equacao gaussiana, porém, nao serve para todos
0s estagios evolutivos da estrela (SOARES; SILVA, 2013).

Assim sendo, € importante saber como funcionam os fenémenos estelares de
rotacdo, pois serd possivel realizar com a equacéo final obtida neste trabalho,
previsdes dos problemas futuros, para tentar minimizar o problema antecipando uma
solucdo. Um exemplo de fenbmeno estelar que pode ser previsto por equacdes
tedricas sdo as explosdes solares, essas explosdes podem acarretar danos nos astros
que estdo em seu entorno.

Entende-se que esse estudo podera contribuir com a ampliacdo de pesquisas
gue se baseiam na equacdo matematica encontrada no final deste trabalho, pois
ajudara a comunidade cientifica relacionando o tempo com a variacdo do momento
de distribuicdo e ajustando as curvas de distribuicdo observadas. Além disso, do ponto
de vista pessoal, levara a concluir uma etapa na construcdo de conhecimentos e

contribuir na elaboracéo de projetos futuros.
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1.1 OBJETIVO
1.1.2 OBJETIVO GERAL

Demonstrar a evolucdo temporal da distribuicdo das velocidades de rotacao

estelar através da derivada total dos momentos de distribuicé@o estelar.
1.1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Obter as equacdes dos momentos da funcéo de distribuicéo;

e Trabalhar com a funcéo de distribuicdo comparando-a com a funcao beta e
gama;

e Derivar implicitamente e discutir as funcdes obtidas pela comparacédo com
constante temporal (t).
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2 METODOLOGIA

Este estudo descritivo foi realizado através de uma pesquisa matematica-
tedrica, que se concentra nas relacdes entre conceitos matematicos, na elaboracéo
de novos conceitos e na construcdo de estruturas tedricas coerentes. Esse tipo de
pesquisa é crucial para o avanco da compreensdo matematica e para o
desenvolvimento de aplicacfes praticas da matematica em diversas areas de estudos.
O trabalho matematico-teorico requer habilidades analiticas e criativas para explorar
e compreender os fundamentos e as implicacbes das ideias matematicas. Ele envolve
a aplicacao de métodos rigorosos de deducdo légica e raciocinio abstrato para derivar
novos resultados a partir de conceitos ja existentes e desenvolver novas teorias e
estruturas matematicas (KLINE, 1980)

Neste trabalho foram usados materiais bibliograficos com o intuito de utilizar
livros de autores renomados, teses de doutorados, além de fundamentacbes
matematicas e astrondémicas para analisar principalmente calculos realizados pelo
Soares e Silva (2013) para auxiliar no desenvolvimento da funcdo dependente do
tempo com ajuda de métodos de distribuicdo, métodos estatisticos descritivos de
dados, técnicas matematicas de derivagdo e conhecimentos em fungfes especiais
que foram necessarias.

Este trabalho de pesquisa de carater basico possui uma abordagem
guantitativa, pois foi utilizado processamento eletronico, dados e testes das hipoteses
estatisticas (GIL, 2002). O desenvolvimento do presente trabalho fez uso dos recursos
de estrutura computacional disponivel na UERN, além do uso de softwares
especificos, de codigo aberto, para andlise dos dados e confeccdo dos gréaficos. Foi
feito por meio de distribuicbes estatisticas das velocidades de rotacéo, graficos de
frequéncia da rotacdo das meédias dos momentos.

O processo inicial foi trabalhar com a equacdo Maxwelliana generalizada

apresentada na Eq. 1.
1

F, (V) = A,V? ll -(1- a)V—i e (1)
o
A equacdo é composta pela funcdo de distribuicdo (F(V)), a constante de
normalizagédo (4,), pela velocidade padréo de um grupo de estrelas de massas

parecidas (o), pela caracterizacédo do perfil da funcéo de distribuicdo das rotacdes da
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amostra de estrelas («) e pela velocidade de rotacao (V) (SOARES; SILVA 2013). As
operacoOes foram feitas passo a passo para melhor desenvolvimento do trabalho. O
trabalho foi iniciado com o processo da constante de normalizacdo. Em seguida, o
resultado obtido foi usado para calcular a média dos momentos (V.) e por fim, derivar
implicitamente a média dos momentos com relacao ao parametro escolhido, ou seja,

derivar a funcdo dependente do tempo.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Os astros do universo séo estudados e analisados a mais de 3000 a.C. pelos
chineses, babil6nios, assirios e egipcios com o intuito de fazer previsées do futuro,
medir a passagem do tempo para prever a melhor época de plantio e colheita, com o
tempo, foram descobrindo a duragdo de um ano, a data de passagem dos cometas e
passaram a observar as estrelas. As descobertas feitas ao longo do tempo, foram
ajudando na formacdo do pensamento cientifico humano por desvendar alguns
fendmenos (OLIVEIRA FILHO; SARAIVA, 2000).

O estudar do Sol, por exemplo, possibilitou determinar que a sua rotagao €
responsavel por alguns dos fenbmenos que ocorrem no planeta Terra, a aurora boreal
€ um desses fendmenos (NASA, 2021). A rotacdo do Sol, assim como para
toda estrela, é responsavel por uma grande quantidade de fendmenos, mas também
pela formacdo do campo magnético existente na estrela (KARTTUNEN et al., 2017).
O campo magnético solar proveniente da intensidade da velocidade de rotacédo é
importante para a producdo de energia solar e influencia sobremaneira a atmosfera
dos planetas. O campo magnético de uma estrela depende da intensidade da rotacao;
forte intensidade causara efeitos negativos e intensidade fraca pode ter efeitos
positivos no planeta que habitamos. Ou seja, a intensidade do campo magnético solar
pode causar interferéncias em eventos atmosféricos da Terra (KARTTUNEN et al.,
2017). O campo magnético solar chega a atingir a Terra com ajuda dos ventos
solares, podendo realizar interferéncias positivas, como, show de luzes da aurora
boreal como pode ser vista na Fig. 1 ou interferéncias negativas referente a quebra
de satélites artificiais e danos redes elétricas inteiras de uma regido do planeta como
aconteceu na regiao do Canada em 1989 (KARTTUNEN et al., 2017).
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Figura 1 - Cometa NEOWISE visto em um céu cheio de Aurora

Fonte: Lach, 2020.

No que tange as rotagfes estelares, podemos afirmar que se tornaram um dos
parametros mais importantes na astrofisica nos tempos modernos, pois a rotacao
consegue interferir na atmosfera planetaria. E interessante observar as fases
evolutivas das estrelas e suas manchas resultantes de campos magnéticos intensos
na superficie estelar. A rotacdo, por influenciar a producdo de energia das estrelas,
possibilita a proposi¢cédo de hipoteses sobre formacgéo e evolucao estelar (OLIVEIRA,
2019).

3.1 Principios béasicos de rotacao

A rotacdo € um movimento em torno de um eixo que para ser estudado é
necessario se basear no centro de massa de um objeto ideal, ou seja, objeto
considerado um corpo rigido, pois ndo se pode analisar um corpo que sofre
deformacéo por ter comportamentos diferentes em cada parte do corpo, como:
velocidades, direcdes e distribuicdo de massa. Para que a rotacdo de um corpo seja
estudada, é necessario que haja a determinagéo do seu centro de massa (SERWAY;
JEWETT, 2014).

Um corpo rigido simétrico ou assimeétrico possui concentracdo de massa
independente do seu formato, para encontrar essa concentracao basta identificar o

ponto de equilibrio, onde localiza-se o centro de massa (AZEVEDO, 2015).
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Para que ocorra 0 movimento de rotacdo sem que o objeto se deforme € preciso
gue as forcas atbmicas sejam superiores as forcas menores fazendo com que o objeto
gire e atuem sem deformar o objeto. Entdo, para a rotacéo ser analisada é necessario
um estudo da variacdo da mudanca do angulo da particula fixa no objeto ideal a uma
determinada faixa de tempo (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2008).

3.2 Histéria da determinacdo da rotacao estelar

Em 1610, manchas mais escuras e irregulares foram observadas na regiao da
fotosfera solar pela primeira vez em um telescopio e, assim, a rotacéo estelar passou
a ser estudada (TASSOUL, 1998). Na Fig. 2 é possivel observar a anatomia do Sol, o
Sol é composto pelo nucleo (core), ele é responsavel pelas reacdes termonucleares
elevando a temperatura na regido, na zona radiativa (radiative zone) ocorre o
movimento lento da energia solar para fora, na zona de convecc¢ao (convection zone)
ocorrer a continuagcdo da passagem de energia com ajuda das correntes de
conveccao do gas que é aquecido, a fotosfera (photosphere) € a regido visivel do Sol
que se encontra as manchas solares (sun spots) e a Ultima parte a ser destacada € a
corona, nela se encontra os elementos ionizados que faz com que brilhem no

comprimento de onda de raios-x e ultravioleta estremos (NASA, 2013).

Figura 2 — As vérias camadas do Sol

Photosphere

Chromosphere

Corona

Radiative
Zone

Fonte: NASA, 2012.

Em 1611, o quimico e metalurgista Johannes Goldschmidt provou a existéncia

da rotacdo axial do Sol observando as manchas solares. Galileu, em 1613, publicou
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sua adesdo ao modelo heliocéntrico afirmando que as manchas solares giravam junto
com a superficie do Sol (TASSOUL, 1998).

O inglés Richard Carrington e 0 astrbnomo alemé&o Gustav Sporer fizeram um
avanco significativo em 1850 sobre a rotacdo estelar. Eles concluiram que a superficie
do Sol ndo gira como um corpo sélido, ou seja, hdo gira como um corpo celeste
compacto que tem o mesmo volume e forma bem definida. Chegaram a conclusédo
gue a velocidade de rotacéo do Sol € maior na regiao do equador e vai diminuindo em
direcédo aos polos (TASSOUL, 1998).

Por causa de um novo espectroscopio criado em 1871 desenvolvido por Johann
Zollner, o estudioso Hermann Vogel, no mesmo ano do desenvolvimento do
espectroscopio mostrou que a rotacdo solar pode ser detectada por meio das
medicdes de desvio doppler das linhas espectrais, ou seja, da intensidade luminosa
em diferentes comprimentos de onda, que séo provenientes das bordas opostas do
disco solar (TASSOUL, 1998).

Segundo Garcia, Moreno e Sumi (2013, p.1) o desvio doppler “é um fenbmeno
observado nas ondas eletromagnéticas quando emitidas ou refletidas por um objeto
que estd em movimento com relagdo ao observador”, esse fen6meno se aplica nas
linhas espectrais podendo se afastar ou se aproximar de acordo com 0S pontos
referenciais estudados. Em 1877, com a descoberta de Vogel, o quimico William de
Wiveleslie Abney divulgou pela primeira vez que é possivel determinar a taxa de
rotacao das estrelas a partir das larguras de linhas espectrais e que 0 espectro € um
composto de luz de toda parte do disco da estrela que com efeito doppler o
afastamento da borda causaria a luz vermelha e a aproximagdo causaria a luz
espectral violeta (TASSOUL, 1998).

3.3 Formacéo e rotacao estelar

A formacao das estrelas gerava grande curiosidade na comunidade cientifica e
assim passaram a pensar na hipétese nebular. Foi observado que, entre as estrelas,
aparentemente existia um espaco vazio, porém, era um espagco composto por atomos
de hidrogénio, que sdo aquecidos e ionizados que iluminam essa regido de atomos

frios, regido conhecida como nebulosa, observe a Fig.3 a seguir (LANG, 2012).
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Figura 3 - Nebulosa da Aguia

Fonte: ESA/NASA/ubee.

Pela hipétese nebular, foi possivel chegar a conclusdo de que o Sol e os
planetas foram formados juntos por causa do colapso gravitacional mostrado na Fig.
4. As nuvens interestelares de gases e poeira que rotacionam em torno de um eixo,
explicando assim a semelhanca do movimento do Sol e dos planetas. Os principais
planetas do sistema solar possuem movimentos ordenados e alinhados, suas orbitas
estdo quase no mesmo plano e quase coincide com o plano equatorial do Sol e os
planetas se movem na mesma direcdo dentro de suas oérbitas solares, exceto Vénus
e Urano (LANG, 2012).

Figura 4 - Formation of the Stars and Their Planets

Fonte: Lang, 2012.
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Os satélites naturais dos planetas acompanham suas érbitas, ou seja, giram na
mesma direcdo que os planetas por estarem no mesmo plano equatorial. Em 1755 o
filésofo aleméo Immanuel Kant concluiu que o Sol foi formado no centro da nebulosa
solar, em outras palavras, foi formado no centro de uma nuvem densa e os planetas
se formaram a partir de uma condensacgéao que gira em torno do Sol (LANG, 2012).

As estrelas tém suas formag6es no centro dessas nuvens densas, giratorias e
cheias de particulas. O ndcleo dessas nuvens ficam tdo densas, compactas e quentes,
resultando em um nucleo brilhante rodeado de planetas que foram formados ao
mesmo tempo (LANG, 2012). Neste processo de formagéo estelar, o ndcleo se contrai
devido a forca gravitacional da propria nuvem. Isso faz com que o colapso se acelere
e a rotacao desse nucleo aumente devido a conservacdo do momento angular. Por
consequéncia, a massa do gas rotante assume uma forma de disco e o nucleo, que
se tornard a estrela, uma forma esférica (OLIVEIRA; SARAIVA, 2000). Portanto,
podemos concluir com as assertivas acima, que uma estrela entdo herda sua

velocidade de rotacdo da sua nuvem de origem.

3.4 Distribuicdes tedricas de rotacdes estelares

A rotacdo estelar passou a ser estudada apés as descobertas das manchas
solares no século XVI por Galileu, Harriot, Fabricius e Scheiner, no entanto, partes
dos estudos ndo se aplicavam a outros aspectos importantes das estrelas, como as
suas configuragdes gasosas, momento angular, o tempo de sua formacéo, diferentes
tamanhos, entre outros (MACIEL, 2007). Hoje sabemos que cada estrela rotaciona
com uma determinada velocidade. A rotacdo estelar ajuda no processo de evolugéo
das estrelas, pois ocorre a redistribuicdo do momento angular na nuvem proto-estelar
(SOARES, 2000). Além disso, o préoprio processo de evolucéo da estrela contribui para
a mudanca de velocidade de rotagao (IRWIN; BOUVIER, 2008).

O Sol vivera aproximadamente 11 bilhdes de anos, o tempo de vida de uma
estrela varia de acordo com seu tamanho, no entanto, ndo se compara ao tempo de
vida do homem, entéo, estudar a evolucdo estelar se torna uma atividade dificil por
nao ser possivel acompanhar todo seu ciclo no curto tempo que o ser humano tem
(MACIEL, 1995). Devido a vida longa que a estrela tem, o estudo evolutivo é feito por

estatistica, utilizando amostras especificas de estrelas que tenham sua idade e
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velocidade de rotacdo medidas por meio de distribui¢cdes estatisticas das velocidades
de rotagéo.

Sabe-se que os momentos da funcéo de distribuicdo da rotacdo de um conjunto
de estrelas podem mostrar 0 comportamento rotacional e a natureza estatistica das
rotacdes estelares calculando a média, assimetria, curtose e desvio padrdo. Cada
momento da funcdo de distribuicAo da velocidade de rotagcdo determina o
comportamento geral das velocidades de rotacdo de grupos estelares (SOARES;
SILVA, 2013).

Muitos estudos usaram diferentes distribuicdes estatisticas para descrever o
comportamento da velocidade de rotacdo de populacdes de estrelas diferentes.
Soares e Silva (2013) propdem que a funcéo de distribuicdo de velocidade rotacional
deve obedecer uma equacao diferencial ndo linear por se tratar de um problema
complexo. Por este motivo, eles utilizaram uma funcdo de distribuicdo estatistica
generalizada oriunda da equacéao diferencial ndo linear para reescrever a funcao de
distribuicdo padrdo utilizada até aquele momento no estudo da evolucdo da
velocidade da rotacao estelar. A funcéo do tipo Maxwelliana generalizada é a indicada

na Eq. 1. reescrita a seguir.

1
V2]i-a

F,(V) = A,V? [1 —d-a) 1)

O A. é a constante de normalizacdo que depende de a e o. A letra grega o
representa uma quantidade com dimensdes de uma velocidade, € um parametro
dependente da massa estelar e esta ligado a largura caracteristica da distribuicdo e é
conhecido também como uma velocidade padrdo de um grupo de estrelas de massas
parecidas. O parametro «a, caracteriza o perfil (0 contorno) da fungéo de distribuicéo
das rotacdes da amostra de estrelas. A velocidade de rotacdo equatorial V, sera
determinada pelas medidas do periodo de rotacao e F.(V) é a funcéo de distribuicéo
e servird também para encontrar a medida das inclinacbes dos eixos de rotacao
estelar em relacdo a linha de visada (reta que liga o observador ao
observado) (SOARES; SILVA, 2013).

Para formular a equacéao tedrica da variacdo temporal dos momentos da funcéo
de distribuicdo das velocidades de rotagao estelar, sera necessario usar a Eq. 1 para

encontrar a constante de normalizagdo A, calcular os n-ésimos momentos de
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d vy
desses momentos

distribuicdo (V™) e realizar a derivada total

considerando que os parametros ¢ € q dependam do tempo t.
Tendo em vista a rotacdo estelar e sua importancia no equilibrio do planeta
Terra, serd apresentado mais sobre a rotacdo estelar e como a idade das estrelas

pode influenciar essa rotacao.

3.5 Estatistica

Larson e Farber (2015, p. 3) definem estatistica como uma “ciéncia que trata
da coleta, organizacédo, andlise e interpretacdo dos dados para a tomada de decisdes”.
O intuito de realizar um estudo estatistico neste trabalho é utilizar a estatistica como
um fornecedor de informacgdes que ajude no desenvolvimento de célculos que melhor
desenvolvem este trabalho.

Anteriormente foi dito que os estudos estelares sao feitos estatisticamente pelo
fato da vida humana ndo acompanhar o ciclo de vida de uma estrela e € feito
estatisticamente por se tratar de uma reunido de informacbes que vieram de
observacdes, contagem, medi¢des ou respostas (LARSON; FARBER, 2015).

A estatistica esta representada na realizacdo de gréficos de frequéncia da
rotacdo e momentos de distribuicdo. Os momentos de distribuicdo envolvem o
desenvolvimento calculos de médias, desvios, assimetrias e curtoses que indicam
algum ponto especifico da rotacdo (SOARES; SILVA, 2013).

Estdo inclusos também o0s quatro momentos estatisticos da funcdo ditos
anteriormente, sdo: médias, desvio padrdo, assimetria e curtose. A média é uma
variavel aleatoria que indica o ponto de equilibrio, medida central do que € estudado e
no estudo estelar indica a concentragcdo de dados de uma distribuicdo, o
comportamento rotacional e a natureza estatistica da rotacédo. Ja o desvio padrao
mostra o grau de dispersdo de um conjunto de dados, indica a uniformidade; a
assimetria caracteriza o quanto uma distribuicdo € assimétrica com relacdo ao valor
mais provavel; e a curtose caracteriza o achatamento da curva, mostrando o quanto
a funcéo é pontiaguda (SOARES; SILVA, 2013).
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4 RESULTADOS

Este trabalho se deu inicio com a funcéo generalizada Maxwelliana indicada na
Eq. 1 apresentada na pagina 20. Entdo, para mais facil entendimento observe a Eq. 2

abaixo.

fF(V) dv =1 (2)

Introduzindo a equacao generalizada Maxwelliana é possivel obter as equacdes 3 e 4
sem mudar a equacao original. Quando ocorre a substituicdo do valor do « quando for

a <1lea=>1,o0resultado sempre sera um numero positivo, entdo temos:
1
211-a

a<1—>fA1V21—(1—a)§ av (3)

1
a—1

w (4)

21—

a=>1 —>jA1V2 14+ (a—1)

o2

O V representado na integral acima indica a velocidade de rotagao equatorial e
pode ser obtida por medidas do periodo de rotacdo. Sabe-se que a velocidade nao
pode ser representada por qualquer valor, ou seja, ela ndo pode ser representada por
um valor negativo, devido a essa conclusdo, sera necessario encontrar o valores
maximos das integrais a ser trabalhadas. Para encontrar os valores mencionados foi
usado como base o meterial de Soares e Silva (2011). Este trabalho teve como andlise
dois pontos especificos, quando ¢ < 1 e @ > 1, esses pontos foram analisados sob a
funcdo generalizada Maxwelliana. Os calculos observados nas equacbes 5 a 9
seguintes sdo referentes ao limite maximo que corresponde a a < 1, pois quando «

for substituido por um valor menor que 1 o resultado sempre serd um nimero positivo.
1

) Vel |17
AViq 1= (-5 >0

AVZ, ()

1-«a
1-a
>0 (6)

2
Va<i

g2

ll—(l—a)
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2 7
D |- -a V;?] >-1-(-1) )
" o? (8)
Va<1 < (1 _ CZ)
Va<1 < (9)

1—«a

A Eqg. 9 encontrada corresponde ao valor superior do limite para quando a < 1.
Com procedimentos analogos € possivel encontrar o V,,; quando « > 1. Entdo
observe as equacdes 10 a 12 que mostram os passos utilizados para encontrar o valor

superior do ponto determinado.
1

: Vi | =
AV, |11+ (a—1) = >0 Aijl (10)
X _L a—1

V2.1 o1

l1 +(@-1 ;ﬂ >0 (11)
1
7720

1+ (a—1)-5* (12)

Ser& necessario abrir a Eq. 12 para que haja um maior aprofundamento para
encontrar o valor do limite maximo quando « > 1, o caminho a ser seguido foi utilizar
a funcéo logaritmica por se tratar de uma operagdo que se baseia na propriedade da
potenciacdo, podemos ver que tanto o V e 0 o estdo elevados a 2, observe a

continuidade da equacgao 12 a seguir.

1
log —=0 (12.1)

14 (- 1) 25

Sabe-se que 0 log 0 ndo existe, entdo sera necessario substituir o log 0 por um valor
que se aproxime dele, entdo ¢ fara esse papel, pois representa uma quantidade

infinitesimalmente pequena, concluindo.



lim |log

>0 |=loge
£-0

2
1+ (@ - 1) 5

Aplicando a regra do quociente do logaritmo, temos:

Vs
i - =]>
lgl_r)ré llogl log <1 + ( 52 ) > logsl

O log1 = 0, entao:

Viz1
: _ _ 21)
l_l_r)% [0 log (1 +(a—-1) 2 ) > logsl

[c$>1
i — —_ — >
l_l_r)%l log<1 + (a—1) 2 ) > logel
Multiplicando por (—1)

V2
hm [log (1 +(a—1) a>1> < —logel

Aplicando o logaritmo de poténcia, —log e = loge™!:

Vie1
. _ =2 < _1
1:13% [log(l + (a—1) 2 ) <loge l

2

S 1
lim llog(l +(a@—-1) Vas 1) < log; l

Deixando em um log Unico, temos:

2> 1
hm llog (1 + (a — 1) Vaz1 —)

Prosseguindo

-0

] 2> . ;
lim |log (a—l) Vaza E_l

2

lim |1 1)) ]
sl—l;% Og a>1 (E )C(—l |

Propriedade da poténcia apds tirar o log de evidéncia

25

(12.2)

(12.3)

(12.4)

(12.5)

(12.6)

(12.7)

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)
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lim
-0

210 V.oy <I (1 1) o
0g Vaz1 Slog| (- —1)— (12.12)

Na Eqg. 12.13 ocorre uma divisédo por 2 dentro do limite.

lim|(210gV,., <1 (1 1) " )).1
eno |\ 2108 ez =087 1) )] (12.13)

lim [log Vs <=1 (1 1) o
emo | 0B Yext =5 0B\ (T )T (12.14)

O V; seré positivo definido, pois o seu limite inferior € 0 (zero) e se pode concluir

que g2 > 0,se a > 1 entdo, a — 1 > 0. Devido a essas conclusdes sera possivel dizer
2
que ﬁ > 0, portanto os valores de log do lado direito sédo positivos, ou seja >0. Na

Eq. 12.15 ocorre a aplicacdo da propriedade do logaritmo da poténcia, temos:
1

1 0.2 2
: < 1
lgl_r)r(} logVysq < log (s 1>a —7 (12.15)

1
2 \2
Como V,-; > 0, o resultado ndo podera ser negativo, entdo ((% - 1)"—) >0e

a-1
. 1
0 lim - = oo, portanto:
-0 €
1

0.2 2
Vaz1 < ((oo -1 ) (12.16)

a—1

Por ter no argumento o oo, podese concluir que o resultado sera o, entéo:
Vs < (12.17)
Com os calculos relevantes feitos, foi possivel determinar o limite superior
quando a > 1, dado que corresponde com os dados de Soares e Silva (2011) entéo,
reunindo todos os dados referentes aos limites superiores e inferiores para cada a, foi
possivel a construcdo das equacoes 13 e 14 abaixo. Para ser melhor visualmente,

osV,., e Vs, serdo substituidos pela constante V. Assim temos:
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1

g —_—
Via , Vi|i-a
a<l- ) AV [1—(1—a);l dav (13)
1
o , A
a=1 —>f0 AV 1+(a—1)§l dav (14)

Pode-se observar na funcdo generalizada Maxwelliana a presenca da
constante A; e A, nas equacoes 13 e 14. Elas sdo constantes de normalizacéo, sé&o
fatores multiplicativos de um processo comum que garante que a soma ou integral

definida de todas as probabilidades seja 1 (ROSS, 2010).

1
P (15)
f(x)
Entao
: Sl
V21—«
fAV2 1-(1-a)—=| dv=1 (16)
L O- .
: -
V 1-a
,4[1/21—(1—0()—2 av =1 (17)
L O- .
1
A= 1 (18)

fVZ[l—(l—a)Z—z]de

temos ao atribuir os valores superiores da velocidade as Eq. 19 e 20 com a funcgéo
Maxwelliana adaptada trabalhadas anteriormente.

1
a<l -4 = . T
212 19
fOVI_“VZ[l—(l—a)%ladV (19)
1
a=>1-A4, = T
o 21" a1 20
X Vz[1+(a—1)%] “av (20)

Para ser de facil entendimento, as integrais serao retiradas do denominador e

serdo resolvidas separadamente. O primeiro a ser trabalhado sera parao a <1 que
corresponde ao A;.
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1

V2 a
P_VZ 1—(1—0;)—1 dv (21)

O V2?2 =V.V, entdo separando e mudando de lugar temos a Eq. 22.

1

T vay (22)

2

g
[Tv-a-as
o

Fazendo a seguinte substituicdo variaveis da Eq. 20, temos os dados encontrados na
Eq. 23.

=(1 )Vz-d—2V1 dv; vav = o’ dx; V = ——/x
X = )3 x—o_z( a) dV; 20— X; T X (23)
Substituindo na Eq. 22 é possivel obter a Eq. 24.
vae 9
1—x @) ————dx 24
e G A T @4)

Na Eg. 24 podemos observar que ha uma nova variavel, o x, entdo, seré
necessario encontrar o limite inferior e superior da nova constante utilizando dados
retirados da Eq. 23 e utilizando os limites anteriores da Eq. 19, é possivel adquirir Eq.
25 e 26 abaixo.

Lnf

02
Xinf = (1- a) = Xinf = 1- a); = Xinf = 0 (25)

o 2
Xeup = (1= a) S“p = Xeyp = (1= a)( 10‘“) > Xgyp = 1 (26)

2

Ao obter os limites inferior e superior, temos:
2

o o
V[l — x]¥/A-® ——dx 27
Vi T sy @7)
Isolando as constantes na Eq. 28 e finalizando o célculo na Eq. 29
1/2 1/(1—6{) dx 28
ﬁTEZH—@f ~ (28)

1 o V[ 1/2 1/(1-a)
—_ —_ -
> ( — a) fo x14[1 — x] dx (29)
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Uma das solucbes possiveis para realizar integracdo da Eq. 29, é realizar uma
comparacao com a funcéo beta (B;) que se encontra na Eg. 30, passo seguido pelo

material de Soares (2006).

1
B,(z,w) = f tZ7 1 —t]wtdt (30)

0

Pode-se observar a semelhanca entre as equacgfes 29 e 30, entdo serd possivel
encontrar a valores das incognitas dos expoentes do B, por meio de uma comparacéo
com a Eq. 29, observe o resultado apés a comparacdo das equacdes na Eq. 31

seguinte.

t=x;z—1=

N |-

3 1 1+1-a 2—-a
Sz==Ww—1l=—->w= W= — (31)
2 1-a 1-a

Seguindo a ideia principal de Soares (2006), com os valores encontrados sera
possivel aplicar na fungcdo gama que veio da funcéo beta que € uma razao da funcéo

gama.

e I il ) -

EE i) e

Agora € possivel determinar a constante de normalizacéo (4;) que pode ser
encontrada na Eq. 19 utilizando as constantes que foram isoladas na Eq. 29 e os
dados encontrados na equacao 32. Na Eq. 33 ocorrera a substituicdo do resultado da

integragao que se encontra no denominador.

1
A J—
| (=)
1( o )_2 15—a (33)
2 V-« 7—5a
“ F(Z—Za)
Calculando
3 7 —5a
_(Vi-a\ T\
A =2 (34)
o ﬂr(z—a)
2 1—«
3 7 — 5a
41—« r(z=3g)
) Ty
—a



30

Foi encontrado a funcdo de normalizacéo para ¢ < 1 que corresponde a funcao
A, presente na Eqg. 35. Nas equacdes seguintes sera determinada a constante de
normalizagéo que corresponde a a > 1 que seguird 0 mesmo processo que foi usado
para encontrar A,. Pode-se observar uma integragéo presente no denominador da Eg.
20 da funcao de normalizacéo referente A, quando ¢ > 1. Na Eq. 36 pode-se observar
o denominador que se encontra presente na Eq. 20, esse procedimento foi seguido

para encontrar a constante de normalizacao A,, veja.

v
0
Aplicando a substituicdo de variaveis

& 2V o?

1

V2] a-1
1+(a—1) ﬁl av (36)

o
y—(a—l);, dy—?(a—l)dV, VdV_Z(a——l)dy’V_\/m\/; (37)
Substituindo
2
g 1@ _ %
j —=/7[1+] 2w DY (38)

Na Eq. 39 ocorre o isolamento das constantes na integracdo e prossegue com 0

processo do célculo na equacao seguinte.

1 3

Para trabalhar com uma nova constante sera preciso encontrar um novo limite
inferior e superior utilizando dados retirados da Eqg. 37 e os limites da Eq. 36, observe

as equacoes 41 e 42.

ymf—(a—l)—ﬁ ymf—(a—l) —)ymfzo (41)

Va, o?
Ysup = (@ — 1) O-p_>3’sup (a—l)gﬁysup=°° (42)

Com os novos limites a Eq. 43 pode ser escrita dessa maneira.

1 o \3(”
§-<r_1) fo Y21+ y]7HED dy (43)
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Apds encontrar os limites € possivel resolver a integracdo contida na Eq. 43 ao realizar
uma comparagao como o Soares (2006) com a funcéo beta (B,) encontrada na Eg.
44,

(o] tz
B,(z,w) =f0 mdt (44)

Nota-se uma semelhanca entre as equacodes 41 e 42, entdo se torna cabivel uma
comparacao, essa comparagdo € mostrada na comparacao de expoentes presentes
na Eq. 45 abaixo.

t=y;z—1:§ —>Z=§;—(Z+W)=—m—>z+wza_1;
1 1 3 5—3a (45)
= - - = _— > =
WEa—1 TV TS 2T Y T a2

ApOs os resultados dos expoentes encontrados com 0 método de comparacéao,
sera possivel aplicar os valores encontrados na razéo de funcdes gama, veja a Eq.
46.

rorw _TQrG=S)  FrG3) )
re+w) (L) r(z29)

Os calculos realizados entre as equacfes 37 até a 46 facilitam a determinacgéo
da constante de normalizacdo A, presente na Eq. 20, a Eq. 47 mostra a juncdo de

todos os dados encontrados para completar a funcdo de normalizacao.

1
A, =
L (2 )3@“30:—302() 47
’ el r(ail)
Calculando
1
A2 = 5-—3a
ﬂ_( " >3r(m) (48)
' “l F(ail)
4 a_13f(ai1)
AZ__n< o )F(S—Sa) (49)
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Ao obter os dois resultados da normalizagéo é possivel substituir as constantes
A; e A, na funcao de distribuicdo, veja.

3 7 — 5« 1
4 (Vi—a\' I (5=24) Ve
Fy, . (V) = ﬁ( = > r @ — a"‘) V2 l1 -(1- a); (50)
-«
3 1 1
4 (Va—-1 F( — 1) V2] a1
Fpsy (V) = ﬁ( - ) p (ga_ 3(;) 2 l1 +(a-1) ;l (51)
=

Encontrar as constantes de normalizacdo A; e A, foram as primeiras etapas
para preencher as informacdes das equacdes 13 e 14 respectivamente, no entanto,
falta encontrar os dados da segunda etapa, que seria a média dos momentos, que
demonstram as estruturas gréaficas indicando a média, o desvio padréo, a assimetria
e a curtose. A Eq. 52 mostra o calculo da média dos momentos retirado e modificado

do material de Soares e Silva (2011).
1

211—a
(vn) :Afvnﬂll—(l—a); av (52)
Entdo temos como média dos momentos:
1
+2 _ 2«
n —_— n
a<l-> (V') —Ale _1—(1—&)?_ av (53)
1
I 2la—-1
a=1-> (V') =A2fvn+2 1+(a—1)F av (54)

A média dos momentos que é elevada a n —ésimo momento mostra que
guando esse n = 1 indicar4 a média, quando n = 2 mostrara o desvio padrdo, n = 3
sera aassimetriae n = 4 a curtose. Antes de mostrar cada momento especificamente,
sera preciso encontrar a (V") quando a < 1 e a =1 (SOARES; SILVA, 2013). Nas

equacdes seguintes vera a resolugdo da média dos momentos referente a a < 1.

211—a
(V) =4, f ynt2 [1 -1-a) %ll av (55)
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O limite inferior da velocidade ndo sera um nimero negativo, entéo iniciara no
O (zero)quando ¢ <1 e a =1, e restara descobrir os limites superiores para cada «
especifico. As equacdes 56 a 63 mostram os passos utilizados para encontrar o limite
superior para a < 1, passos esses que se repetem quando sao encontrados os limites

das constantes de normalizagéo, veja.
1

+2 1= 1
n .
vV Il - (1 - (Z); >0 yn+z (56)
1 1-«a
211-a
[1_(1_“)? >0 (57)

(58)
VZ
—(1 - CZ) - >-1
d (59)
(-1 (—(1 - ) V—Z) 2 (-1 (-1
o?) (60)
2
1-a) — =1
a (61)
V2 < s
l1—a (62)
o
V<
11—« (63)
Quandoa =1
V2 = 1
ynt2 [1 +(a—-1) ?l >0;- T2 (64)

V2] a-1
l1 +(a—-1) Fl >0 (65)
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y2
ll + (a - 1) Fl = 0 (66)

1

7720

Para desenvolver a equacdo 67 com o intuito de descobrir o limite superior
referente a a > 1 serd necessario abrir a equacdo 67 para melhor entendimento

utilizando a funcéo logaritmica, observe:

1
1+(a—1)% (67.1)

Como j& visto anteriormente nos filamentos da equacgéo 12, o log 0 n&o existe,
entdo na Eq. 67.2 acontece a substituicdo do log 0 pelo loge, pois 0 € se aproxima de

Z€ero.

iy g

72 >loge (67.2)
1+ (C( - 1)?

A equacdo 67.3 foi obtida aplicando utilizando a regra do quociente do

logaritmo, a 67.4 foi resolvendo o log 1 e a Eq. 67.5 foi ajustando.

v?
. _ s
181_1)18 Ilog 1 —log (1 +(a—1) 02> > log sl

(67.3)
VZ
lim [0 - log<1 + (a—1) —2> > logsl
&0 o (67.4)
VZ
lim [—log <1 + (a — 1)—) > logsl
€0 l a? (67.5)

Multiplicando por (—1) a Eq. 67.6 e aplicando o logaritmo de poténcia, —loge = loge™?!
na Eqg. 67.8

2
lsi_r)ré K—log <1 +(a—1) %) < log E) (-1 (67.6)
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] V2 .
lim log(l + (a — 1)—2> < —loge
0] o ] (67.7)
i V2 .
lim [log <1 +(a—1) —2> <loge!
0] o ] (67.8)
Calculando e evidenciando log
V2 1
lim[log{ 1+ (e — 1) — | < log—
£-0 (o) € (679)
! [1 <1+< 1>V2<1)]
im |log a—1)—<-
£-0 o " ¢ (67.10)
Prosseguindo com o calculo
_ vz 1
lim(log{ (@ —1)—=<--1
e-0 o € (67.11)

log (VZ < (% = 1) <aa_2 1))] (67.12)

Na equacéo 67.13 ocorre a retirada do logaritmo de evidencia, a aplicacao da

lim
-0

propriedade da poténcia na Eg. 67.14 e a realizacdo de divisdo por 2 dentro do limite

na Eq. 67.15.
_ 1 o?
lim [logV? < log (— — 1)
£-0 € a—1 (67.13)

lim |2 logV < lo (1—1>< o )
eno |~ 1087 =108 ¢ a—1 (67.14)

2

fim [G) 2 logV < log ((% - 1) (aa— 1)) (%)] (67.15)

Nas equac0des abaixo ocorre a efetividade da divisdo e a aplicacao da propriedade do

log da poténcia respectivamente.

lim [lo V<llo (1—1) o
eso | 087 =72 981 ¢ a—1 (67.16)
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N =

2

1 o
: < 1
}al_r)r(} logV < log ((e 1) (a — 1)) (67.17)

O V se trata de uma constante positiva definida, pois 0 seu limite inferior é 0

(zero) quando a = 0 e pode ser concluido que 6% > 0, se « > 1 entdo, a—1> 0.
2
Devido a essas afirmativas sera possivel dizer que & > 0, portanto os valores de

log do lado direito sdo positivos, ou seja > 0. Como V > 0, o resultado ndo podera ser

. ~ 1 o 1/2 . 1
negativo, entao ((; — 1) (—)) > 0. O lim =, portanto:

a—-1 £-0

1
2 2
V< ((oo ~1) <aa_ 1)) (67.18)

Por ter no argumento o o, podese concluir que o resultado sera oo, entdo temos como
resultado a Eq. 67.19.

V<o (67.19)

Com os calculos realizados dentro da Eq. 67 foi possivel encontrar o limite
superior referente & quando a > 1. Nas equacdes 68 e 69 sera possivel visualizar as

equacdes das médias dos momentos com seus limites respectivos, observe:
1

4 _—
Tia V2|i-a
a<l- (V) =A1f ! aV"“[l—(l—a)p vdv (68)
0
o' VZ Ta-1
a=1- (V') :Azf Vn+1l1+(a—1);l vdav (69)
0

Para resolver a integracdo da Eq. 68, que equivale ao ponto em que a < 1 sera

aplicado a se a seguinte substituicdo de variavel.

2

V 2V 2
p= (1—3)0—; dp=?(1—a)dV; vdv =

S —— Jp 70
20—V =gV 9
Substituindo
2

ny _ o n+l _ 1/(1—0{)0-—
(vp) =4y | (r=p) Pl (71)
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Com a entrada de p na integracdo os limites vdo mudar, para descobrir 0s novos

limites sera necesséario utilizar o limite superior e inferior da Eq. 68, temos:

in 02
plnf_(l—a)—f—) plnf_(l_a);_)pinfzo (72)

(”f

VS’LL
pSUP = (1 - a) p psup - (1 - CZ) - psup =1 (73)
Entéo
vn) 1 g n+1 a) o2
vp) =4 f ( ) e T
! ! 0 \/1—CZ\/E P 2(1—0{) (74)

Isolando as constantes.

o

Vvl—a«a

1
(Vn) =A e . o (n+1)-1/2[1 _ ]1/(1—a)d
0

(75)
O passo seguinte para resolver a integracdo ird ocorrer uma comparacao com
a funcéo B, encontrada na Eq. 30, ao comparar temos:

1 n+1 n+3
t=p;z—1=5(n+1)—>Z=T +1->2z= >

1 1+41—a 2—a (76)
- = =
1—-«a w 1—-« w 11—«

Os valores encontrados vao servir para serem aplicados na funcdo gama
encontrada na Eg. 77 abaixo.

rarw ) (=g

GRanEEE=

(77)

Com os resultados reunidos serd possivel preencher as informac¢des que
estavam faltando para completar a média dos momentos referente a « < 1 na Eq. 68,

€ importante ressaltar que observe as equacdes 78 e 79.

(V) g _\"t o’ (n+3) (%:g)

Vr) =4 :

! 1(\/_1_0() 2(1—a) F(n;—3+i_g) (78)
iy —ae PEE)r(=0)

(=D (Y "
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Substituir a contratante A, pelo resultado obtido na Eq. 35, entéo:

A= liEs MIPCRCET =)

(vit) :\/E p F(%:Z)Z( ,_1_a)n+3'1_'(n_2|_3+i:g) (80)
Calculando
2 _ -n+3) (;jgg)r (nJ2r3)
(Vh) =—.g"3-3.(J1 -« .
Vi — o ( 1 a) F(n-zl-3+§:g) (81)
(= e
UV (TR (34229 2

O processo de calcular a média do momento para a < 1 foifinalizado, contudo,
0 processo de calcular a média dos momentos continua, pois a ultima etapa sera
calcular a média dos momentos quando a > 1, observe o procedimento equacdes

seguintes.

1 & _ﬁ
(V) :AZJ;) yn l1+(a—1)gl vav (83)

Para resolver esta integracao foi utilizado o método da substituicdo de veriavel,

como mostrado na Eq. 84.
2

= ( 1)V2-d =2 a1y dv; vav = =2 —dg; v = —2 Ja
q— a 0_2, q—o_z(a ) ) _2(a_1) ql _\/m q (84)
Substituindo e resolvendo
o n+1 0-2
1+q| Vet ——d
f< a—1ﬁ> [1+a4l 2@—1) 1 (85)
o _\"' o (n+1)/2 1/a-1
n 1 - a— d
<\/a - 1) 2(a—1) f 1 [1+a4l 1 (86)
O.n+1+2 ( y y
n+1)/2 -1/a—1
2(a = 1D)*D/2- (@ — 1) f K 1+l 4 (87)
O.n+3

fq(n+1)/2[1+q]—1/a—1dq

2(a — 1)*3)/2 88)
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O.TL+3

2(Va—1)"?

fq(n+1)/2[1+q]—1/a—1dq
(89)

O q entrou no calculo, entdo serd necessario encontrar o novo limite para a
nova constante que se encontra e serdo utilizados os limites anteriores mostrados na

Eq. 83 de quando a > 1, observe as equagdes 90 e 91.

Vin 02

Ging = (@ =13 = Qing = (@ = 1) 75 = Giny = 0 (90)
Véup (00)2

Qsup = (CZ - 1) ) = Qsup = (a — 1) 2 = Qsyp = © (91)

Com os novos limites, temos:

0.n+3

2(Va=1)""?

f q(n+1)/2[1+q]—1/a—1dq
0 (92)

Nas equacodes 93 e 94 abaixo, séo resultados de uma comparacao da funcao

B, que se encontra na Eq. 44 com a Eq. 92, observe o resultado.

n+1 n+1 n+3
t=q;z—1= - z= +loz=—"7—-(C+W)=——"-
2 a—1
N 1 1 1 n+3 (93)
- = —_— = —Z > = —
W Y T a1 AT TS 2

Apés a comparacgdo, na Eq. 94 ocorre a utilizacdo dos resultados da equacao

93.
n+3 1 n+3
F(z)F(w)_)r( 2 )F(a—1_ 2 ) (94)
r(z+w) 1
r (a — 1)
Com todos os dados reunidos, temos:
n+3 1 n+3
(Vh) = A, - gts _F( 2 )F(a—l_ 2 )
V) =A, D) 1 (95)
2(Va—1) r (a = 1)

Na equacdo 96 abaixo ocorre a substituicdo da constante A, pelo resultado que se
encontra na Eq. 49

3 1 n+3 1 n+3
i(va—1> r(z=1) ght? rt ) rg=-"7)

e S A o

(V) =

o

a—1

Resolvendo
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(V) =

g

2 (=) ) (-
iy ( e 1)(n+3) r (ﬂ) (97)

200 — 2

Divisdo de mesma base, conserva a base e subtrai os expoentes, entao:

r"+3)r( 1 n+3)

2 3-(n+3) _ ( 2 a—1 2
( n) —_ . NP . ~N+3-3,
HEE = <98’
2 o ()=t
(Vi) = 5 — 3a (99)
m (Va-1) F(Za—Z)

Com os resultados das médias dos momentos referente a cada a especifico,
se torna possivel a elaboracédo de gréaficos que utilizam os resultados encontrados das
equacbes 82 e 99 para melhor entendimento visual da média, desvio padrao,
assimetria e curtose.

A Fig. 5 mostra o grafico do primeiro momento da distribuicdo das velocidades
de rotacbes estelares, em outras palavras n =1 das Eq. 82 e 99. Este gréfico
representa o comportamento da média com relacdo ao parametro a. A Fig.5 mostra
os dois tipos de a estudados neste trabalho, ou seja, para a<1 e a=>1
respectivamente. Uma vez que a velocidade de rotacdo estelar observada (i.e.
velocidade rotacional medida) ndo é negativa por ndo ser possivel identificar, a partir
de valores medidos, para qual direcao gira a superficie estelar, os valores negativos
da média ndo devem ser considerados. Analisando o comportamento da Fig. 5,
levando em conta as restricdes para as medi¢cdes de rotacdo estelar que sao positivas,
bem como a restricdo de positividade do argumento da fungcéo gama, devido a funcao

rz)yr(w)

beta ser uma razao de fungdo gama (
r'(z+w)

) gue obedece 0 seguinte requisito, que

R{z} > 0 e R{w} > 0, tendo assim valores sO positivos € necessario apontar que de
todas as trés curvas presente no grafico apenas a mais a esquerda é que deve ser
considerada como valida para o comportamento da média rotacional por ser uma

média positiva y > 0.
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Figura 5 - Média
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Fonte: Autor, 2023.

O grafico do desvio padrdo corresponde ao segundo momento (n = 2) das
meédias que pode ser observado na Fig. 6 possui tantos valores de y positivos como
negativos, no entanto, os valores negativos ndo sdo validos, pois as medicdes de
rotacdo estelar sdo positivas. Analisando o gréafico é possivel observar que quando
a < 1 o valor do y serd positivo e 0 y corresponde ao desvio padrdo, entdo os valores
negativos que correspondem a a = 1 ndo serdo valido por se tratar de um desvio
padrdo negativo que vai contra a restricdo de positividade do argumento da funcéo
gama que que obedece os requisitos que R{z} > 0 e R{w} > 0 e segue também que

a rotacao estelar ndo pode ser negativa por ndo saber o sentido da rotacao.
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Figura 6 - Desvio padrao
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Fonte: Autor, 2023.

Na Fig. 7 é mostrado o quanto a distribuicdo é assimétrica quando eleva as
médias dos momentos a 3, ou seja, quandoon =3 da (V) (media dos momentos
de V; ou V,). A assimetria equivale ao terceiro momento da distribuicdo das
velocidades de rotacfes estelares e a assimetria que foi feita para a <1 e a > 1.
Pode-se observar que os valores a serem validos serdo para quando o a < 1, pois 0S
valores do a sdo positivos e 0s que correspondem a a > 1 ndo sao validos por se
tratar de valores negativos do desvio padrao devido a funcdo gama e a caracteristica
da velocidade de rotacdo estelar ndo ser negativa por néo ter como saber a orientacéo
da rotacédo, a assimetria corresponde ao y e 0s valores que séo considerados quando

y > 0.
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Figura 7 - Assimetria
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Fonte: Autor, 2023.

A Fig. 8 se refere a curtose, nota-se que as curvas azuis nao chegam a ter
curtose negativa, devido ao argumento da funcdo gama. Uma vez que a velocidade
de rotacdo estelar observada ndo € negativa por nao ser possivel identificar. Para
obter o gréafico da curtose foi preciso considerar o n das Eq. 82 e 99 fosse 4, para

mostrar o quanto a fungéo é pontiaguda.

Figura 8 - Curtose
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Fonte: Autor, 2023.
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Por fim, tera como ultimo passo o processo de derivacao total dos momentos
com relacdo ao tempo. Com os resultados obtidos das duas médias dos momentos
sera possivel realizar a derivada implicita das médias dos momentos referente a cada
a. Seguindo o material de Soares e Silva (2011) foi possivel montar e conferir a Eq.

D.1.1. nela ocorre o primeiro passo para ocorrer derivada implicita para quando « < 1.

AP E NN ' )i )| B
w O T T Ry
Na Eq. D.1.2 ocorre a retirada das constantes e a continuacéo do calculo na Eq. D.1.3.
2 peenfe) o r(7=23) onz
N 2 dt (VI—a) r(n-2|-3+i:_g) A
() (a]_ or(E=5a)
(D.1.3)

R e

Na Eq. D.1.4 ocorre a derivacdo utilizando a derivada do quociente, que é

usado quando existe uma divisdo dentro da derivada, que funciona da seguinte

u'v—uv’

maneira: - O simbolo resumido da derivada € representado pelo ' (linha) acima
dlo™r ﬂ
7-5 - +3  2-
da letra. Temosouzcn-l"(ﬁ), u’ =Wev=\/1—a-r("7+ﬁ),v’ =

d((m"-r(%“{—g))

dt

, realizando a substituicédo, temos:
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n+3 a
zr(\/Ez )< n _m+3 . 2-—a\]?
((Va=1)" 1 (7> + 1)

(D.1.4)

[n7—5a_ _'—+:a]|
[(" (2—2a)> dt J

((aD" r (22 22y

J
E possivel observar que existe dentro das derivadas uma multiplicacéo, ent&o

para solucionar essa derivada sera preciso aplicar a derivada do produto, pode ser

resumido em: X' -y + x-y'. E importante atentar ao detalhe que antes da subtrac&o
2
tem ((\/1 —a)'T (n—+3 + —)) que € igual a [(V1 —a)" T (n—+3 + —)] que se

encontra no denominador, entdo a divisdo a essa igualdade desses dois termos
1

(Vi) (e

2 1-a

resulta o resultado sera

) observe a Eq. D.1.5. Vale salientar que a

derivada do gama pode ser realizada da seguinte maneira: d;—(tj)ij(j)+1ﬂ(j)+

ROFS
{[M“d" r(=e+om v (50 (3 s =) 5 1]
| (VT=a)" r(t33+2=9)
_2
(o r(GE3) MG () -
(=) (42328 o

n 1—«a

n _ _ _ )
(T () R 20
n+3
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Para que figuem no mesmo denominador pode-se perceber que apoés o sinal

+3
de negativo o F(n—+—) fica presente duas vezes, esse mesmo caso ocorre

juntamente com (\/ 1- a) gue ao fazer algumas adaptacdes é possivel notar que se
encontra repetido apds o negativo, entdo observe a Eq. D.1.6 que mostra o que foi

colocado em evidéncia.
(oG )+ = =) =)
& k (T=a)" r<"§3+% “)

(o P (3=39)) (=) (252422 BT "4+

- . 2 (D.1.6)
(V1-a)" F(nTH-l'%——a)]

+ n+3+2—a 1 dal
‘“( 2 l—a)<(1—a)2>ﬁ|
J

Ajustando na Eq. D.1.7:

2r (2 [P (250 o o (=500 G50t )

"ol (e ()
B (Gn]”(%))-%( 1_a)—2¢$+¢(n+3+2 )((1 _1602 %\} (D.1.7)
(=) D |

. . ~ . . da
Evidenciando os elementos que estdo sendo repetidos. por fim, temos como -

(V') aEq.D.1.8:

( - i ~
2F(n;3)4 ;—gg] [ _ld v ;—§§)<(1—1a)2>%]
" (a=ay -f("§3+i:Z)
(D.1.8)
_ _ )
da (Gnr(;_;@)-zwga)z+¢<";3+§_g><(1_1@2>]£

a

V=) r (3 +1=9) |



47
Realizando os calculos necessarios temos como % (Vi) aEq.D.1.9:
(
+ 3\ | 7 — 5« _[Ed_a 7—50(( 1 )d_a]
Zr(nz ){GnF(Z—Za) adt+¢(2—2a) (1-a)2)dt
v l (\/H)"-r(";%_i:g)
da|f n (7 =50, n n+3 2—a< 1 )
dt[(c7 r(Z—Za)) 2(m)2+¢( 2 +1—a) (1_a)2]
n n+3 2—a
Vi—a) r(*3o+ 1) JI

O passo seguinte sera encontrar a derivada implicita da média dos momentos

(D.1.9)

de (V') referente a @ = 1. Veja a Eq. D.2.1 que dara o ponto inicial.

4 (vp) _4d)2z o n.r(ail_n-zl-B)r(n;—B) (0.2.1)
@AY )
Retirando as constantes na Eq. D.2.2.
2r () (a] o' Gz -"7)
Nz dt (m)"r (ga_—f‘é) (D.2.2)
Na Eq. D.2.2 ocorre a derivagcdo do quociente, pois existe uma divisdo dentro
da derivada, que funciona assim: flrv_zfr' . Temos o f=o0""T (ﬁ - ”T”) f' =

e o - (v (), o - T G

dt

p” , Substituindo, temos:
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14 cn-r(a%—"—”) |

3 !< dtl - >'<(m)n”(ga_——3§)>!

2r () )| 2 |
VT (&= (325)]

(( _ ) F 3(1 )\ (D.2.3)
' 2a

[y s |
[(" (a—l 2)) dt J

(a0 (529

J

Na Eg. D.2.4 ocorre a utilizacdo da derivada do produto, essa derivada ocorre
quando ha uma multiplicacdo dentro da derivada, entdo: z’ - t + z - t'. Vale salientar que
o0 expoente do denominador antes do negativo foi cancelado com a parte igual no

numerador.

dt a—1 2
vr L (\/—) F(Za

g
22 A -2 9]

(
2F(n+3)![nan_1d_a_ ( 1 _n+3)+an]

(Va—1)"r (329 (D.2.4)
(7 -5 e e (5

(a0 529

T ) r ()2 G
T

Para prosseguir, 0 método utilizado foi evidenciar o que esta sendo repetido e realizar

as derivadas parciais como pode ser visto na Eq. D.2.5



49

(T n-1do 1 n+3
o dt (a—l 2)
2r(*5), (a=1)"r (37=3)
Ve +“n"|’(ai1_nJ2rS)F(ai1_n;3)<_(a—11)2>§_?
(e=1)"r (37=3)

(D.2.5)

() (o (- ) e

(a0 (G29)]

\

6= 6= ) w |

(e G229

J
Resolvendo o denominador junto com o numerador que se encontra igual apés

o sinal negativo.

(
e bt ettt
v | (Va=1)'r (57=3)
[d_a (0“1"( 1 _n+3)). n +¢(5—3a)_r(5—3a)<_ 1 >l\ (D.2.6)
e =1 2 2a1) 2a—2) T'\za=—2 (a—1)2L
(Va0 (5723)] |

Por fim, temos como % (V') referente a @ = 1 na Eq. D.2.7.

(
ZF(THZ_B){Unf(ail_nTH)[gfl_g'+¢(ai1_n;3)(_(a—11)2)?1_6tl]
Ve (Va=1)"r (3=%)
\ (D.2.7)
e (o (25 e v G20 G (afl)z)h}
(Va=D)"r (525)] |

Pode-se observar uma semelhangca entre as equagbes D.1.9 e D.2.7
encontradas. Ambas as equacbfes possuem as mesmas func¢des, no entanto,

podemos ver que os argumentos dentro das fungdes I' sdo diferentes, devido as
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delimitac6es dos alfas feito no inicio do trabalho. As equacdes desejadas no trabalho
sdo as D.1.9 e D.2.7, elas sdo resultados da derivagdo de (V') e (VI
) respectivamente.

O processo de derivacao foi conduzido de forma implicita devido a relacdo entre
as varidveis com o tempo para obter a funcdo dependente do tempo (t). A funcéo
obtida € bem complexa, apresenta dependéncias nas novas funcdes que surgiram,
sao elas: a funcao I', Digama (¥/(n, o)), apresenta dependéncia da funcao de sigma,
gama, funcdes gamas de n, funcbes gamas de alfa, funcdes do parametro de sigma,
e do parametro de alfa, além das variacdes temporais de sigma e de alpha.

Podemos pensar em resolver essas funcgdes e pra isso precisamos saber como
€ o comportamento das funcdes alfas e sigmas, pois ainda ndo ha nada com relacao
a isso, entéo € necessario se estudar as distribuices observadas das velocidades de
rotacdo para verificar quais sdo esses parametros sigma e de alfa das observacfes
para ver se tem algum comportamento temporal.

Como sigma se apresenta na distribuicdo como deve ta relacionado a largura
da distribuicio é bem possivel que esse parametro sigma possa ser obtido
observacionalmente (das medidas observacionais) assim como o perfil da distribui¢éo
(alpha-define o perfil) muda com o tempo, entéo é possivel que haja uma correlacéo
entre o alpha e o tempo da medida de uma estrela. Obtendo essas coisas € possivel

substitui-las para simplificar essa fungéo
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5 CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos neste trabalho, é possivel concluir que a
velocidade de rotacdo € um parametro fundamental para entender a evolucdo das
estrelas. Embora existam muitos outros parametros fisicos que influenciam essa
evolucéo, o estudo da rotagcao estelar revelou-se uma abordagem promissora para
compreender melhor como as estrelas se formam e evoluem ao longo do tempo.
Embora haja espaco para aprimoramento dos resultados, os parametros livres em
uma funcado de distribuicao tetdrica sdo sempre bem-vindos para ajustar com maior
precisdo as curvas de frequéncia dos dados observacionais. Isso sugere que o
tratamento probabilistico do parametro de velocidade de rotacdo pode ser uma
ferramenta valiosa para estudos futuros da evolucao estelar.

Este trabalho foi desenvolvido com base na equacdo Maxwelliana, que
desempenhou um papel fundamental em todo o processo. Para avangar na pesquisa,
foi necesséario desmembrar cada etapa da equacdo e resolver separadamente. O
primeiro passo foi determinar a constante de normalizacdo, seguido da média dos
momentos e, por fim, a aplicacdo da média dos momentos no processo de uma
derivada implicita, cada processo desse foram realizados duas vezes devido a
condicdo de a <1 a =1 exigidos. Ao longo do desenvolvimento, a equacao
Maxwelliana serviu como a principal referéncia e guia para cada passo dado na
pesquisa.

O processo de encontrar a constante de normalizacéo foi feito realizando uma
comparacao com as funcdes variadas da funcdo beta, esse mesmo processo se
repete ao ser calculado as médias dos momentos. Antes desses processos de
comparacao foram calculados os valore maximos e minimos da integracao para poder
ser realizada a comparacéo.

Quando se obteve a média dos momentos foi possivel elaborar e analisar os
comportamentos dos graficos referente a média, ao desvio padréo, a assimetria e a
curtose denominandoonde (V*) e (V).

Com os resultados dos calculos das médias foi possivel realizar o Gltimo passo
do objetivo do trabalho que seria derivagdo implicita com relacdo ao tempo para
chegar na equacdo tedrica da variagcado temporal dos momentos que podem ser vistas

nas equacdes D1.9 e D.2.7. Nessas derivadas temporais foi observado que surgem
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novas fungdes de I', com a derivada de I' surge a funcdo Digama (¢(x)) € nas
derivadas também mostrou dependéncia do parametro ¢ e « com relacdo ao tempo.
E apresenta como funcéo dos parametros sigma e alfa além das variacées temporais

de sigma e de alfa.
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